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Streszczenie

Problem pokrycia tancuchowego online jest problemem otwartym
od ponad 15 lat. Jego wariant upgrowing, gdzie punkty przychodza-
ce online sg maksymalne w momencie dodawania, zostal zamkniety
przez Felsnera[l]. Pokazal on dolne i gérne ograniczenie (*5') dla po-
setéw szerokoéci d. Felsner w swojej pracy postawil réwniez problem
adaptywnego pokrycia tancuchowego posetéw online upgrowing. Naj-
lepszy znany algorytm uzywa (d;rl) taficuchéw dla posetéw szerokosci
d. W tej pracy definiujemy ciekawa ze wzgledu na powyzsze problemy
klase posetow online upgrowing o wzglednej wysokoéci co najwyzej 1.
Przedstawiamy algorytm adaptywnie pokrywajacy tancuchami uzywa-
jacy dv/d tahcuchéw dla posetéw z tej klasy o szerokosci co najwyzej
d. Pokazemy takze, ze nie istnieje algorytm online klasycznie pokry-
wajacy, ktory uzytby mniej niz (dgl) taficuchéw dla posetéw tej klasy
o szerokosci co najwyzej d.

Algorytm pokrycia tancuchowego online przyjmuje na wejsciu poset onli-
ne, tzn. elementy posetu sg dostarczane punkt po punkcie z pewnej zewnetrz-
nie zdeterminowanej listy. Z kazdym nowym elementem algorytm poznaje
jego zaleznosci z elementami uprzednio dostawionymi. Bazujac na tej wie-
dzy algorytm musi dokonaé¢ nieodwotalnego przypisania nowemu elementowi
tancucha, ktory go pokrywa. Optymalnos¢ algorytmu online jest mierzona
przez poréwnanie ilosci uzytych tancuchow z iloécig uzytych tancuchéw przez
optymalny algorytm offline, tzn. z szerokoscia posetu (klasyczne twierdzenie
Dilwortha). Niech WidthOnline(d) bedzie najwieksza taka liczba, dla ktorej
istnieje strategia zmuszajaca dowolny algorytm do uzycia WidthOnline(d)
tancuchéw na porzadku szerokosci d. Zauwazmy, ze mozemy dualnie zdefi-
niowa¢ WidthOnline(d) jako najmniejsza taka liczbe, Ze istnieje algorytm
nigdy nie uzywajacy wiecej tancuchéw na porzadku szerokosci d. Szemeredi
i Kiestead [2] pokazali, ze
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Felsner [1] przeprowadzil analize pewnego wariantu tego problemu. Na-
tozona tu jest restrykcja na przychodzace, nowe punkty posetu online. Mu-
szg one by¢ maksymalne w momencie dodania. Taki poset online nazywamy
posetem upgrowing. Niech WidthOnlineUpgr(d) bedzie zdefiniowany analo-
gicznie do WidthOnline(d), wtedy
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Problem ten jest zatem zamkniety. Jednak dla posetéw upgrowing rozwa-
zane jest tzw. adaptywne pokrycie tancuchami. W tym problemie algorytm
moze przypisa¢ nowo przychodzacy wierzchotek wielu tancuchom. Ponadto
w trakcie dalszego dzialania algorytmu moze usunaé¢ z dowolnego tancucha
dowolny zbiér wierzchotkéw, jednak kazdy punkt musi naleze¢ do przynaj-
mniej jednego tancucha. W dalszej czesci pracy formalniej zdefiniujemy ten
problem. Niech Adaptive(d) bedzie zdefiniowane analogicznie do poprzednich
wartosci, wtedy oczywiscie

d < Adaptive(d) < WidthOnlineUpgr(d) = <d;— 1).
Gorne ograniczenie przenosi si¢ natychmiast z poprzedniego problemu ponie-
waz kazde, zwyczajne pokrycie tancuchami jest w szczegdlnosci adaptywnym
pokryciem. Oszacowanie dolne jest trywialne, wystarczy potozy¢ d punktow
w antytancuchu i dowolny algorytm bedzie musiat uzyé¢ co najmniej d tancu-
chow.

W tej pracy definiujemy ciekawa ze wzgledu na powyzsze problemy klase
posetow upgrowing o wzglednej wysokosci co najwyzej 1. Udowodnimy, ze
ta podklasa posetéw jest réwnie trudna do pokrycia tancuchami online jak
klasa wszystkich posetow upgrowing. Pozniej przedstawimy algorytm adap-
tywnie pokrywajacy taficuchami uzywajacy co najwyzej dv/d tancuchéw na
posetach szerokosci d.

Oznaczenia Niech (P, <) bedzie czesciowym porzqdkiem (posetem). W dal-
szej czesci uzywac bedziemy nastepujgcych oznaczen. Dla dowolnych x,y € P

r<y = z<y & x#y

rsy = z<yluby<z
vy = —(z<yluby<z)
rky = ~(z<y)
rtdy = —(z<y) wbr=y
Analogicznie definiuje si¢ v >y, x 2y, v # y. Niech X C P, wtedy
X1 = {x € P :istniejey € X taki, Ze x > y}
X| = {x € P:istniejey € X taki, ze v <y}
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{z € P : istnieje y € X taki, ze v > y}
Xl = {x €P:istniejey € X taki, Ze x < y}

rodzina wszystkich antytancuchow posetu P

rozmaar najliczniejszeqgo antytancucha w P
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Definicja 1 Niech < bedzie relacjg zawartg w A (P) x A(P) takg, Ze dla
dowolnych antylancuchéw A, B C P

A<B o BCA.
Latwo zavwazyé, ze (A(P), <) jest czeSciowym porzgdkiem.
Rozwazmy teraz pewne podrodziny A (P).

Definicja 2 Antylancuch A nazwiemy antylancuchem maksymalnym w P
wtw, gdy nie ma antylancuchéw liczniejszych w P. Innymi stowami |A| =
width (P). Rodzing takich antylancuchow bedziemy oznaczaé poprzez MA (P).

Definicja 3 Antylancuch A nazwiemy antylancuchem wysokim w P wtw,
gdy dla dowolnego antytanicucha A < B zachodzi |B| < |A|. Rodzine takich
antylaricuchéw bedziemy oznaczaé poprzez HA (P).

W teorii czesciowych porzadkow jednym z ciekawszych twierdzen jest kla-
syczne Twierdzenie Dilworth-a rozwazajace antytancuchy maksymalne.

Twierdzenie 4 (Dilworth) Poset (MA(P),<) tworzy krate.
A wiec istnieje doktadnie jeden antytancuch maksymalny oraz wysoki w P.

Definicja 5 Najwyzszy w rodzinie maksymalnych antytancuchow w P ozna-
czymy poprzez HMA (P).

Definicja 6 Wzgledng wysokoScig posetu P nazwiemy rozmiar najdluzsze-
go tancucha w otwartym stozku HMA (P) i oznaczal jg bedziemy poprzez
relh (P). Bardziej formalnie

relh (P) := height (HMA (P)1) .

Do analizy naszych algorytméw wygodnie jest przypisa¢ kazdemu tan-
cuchowi kolor, wtedy algorytm pokrycia tancuchowego online koloruje poset
funkcja kolorujaca c tak, ze w dowolnym kroku dla dowolnego koloru ~ zbior
{y € P:c(y) =~} jest tanicuchem. Niech Chain(v) :={y € P:c(y) = ~v}.

Okazuje sie, ze klasa posetow upgrowing o wzglednej wysokosci co naj-
wyzej 1 istotnie rozréznia wspomniane we wstepie problemy pokrycia tancu-
chowego online (kolorowania online). W Twierdzeniu 7 pokazemy strategie,

ktéra jest w zasadzie modyfikacja pomystu Felsnera [2], wymuszajaca uzycie

d+1
2

za$, ze jesli mozemy adaptywnie kolorowa¢ (adaptywnie pokrywaé tancucha-
mi) to dla posetéw z naszej klasy, szerokosci d wystarczy uzy¢ dv/d koloréw
(tancuchéw).

) kolorow na posecie z naszej klasy, szerokosci d. Twierdzenie 8 mowi



Twierdzenie 7 Istnieje strategia podawania punktow wymuszajgca na do-
wolnym algorytmie kolorujgcym online uzycie (d;rl) kolorow na posecie sze-
rokosci d v wzglednej wysokosci co najwyzej 1.

Twierdzenie 8 Istnieje algorytm online adaptywnie kolorujgcy posety onli-
ne upgrowing uzywajgc dv/d + O(d) kolordw, gdzie d jest szerokoscig posetu.

Dowdéd Twierdzenia 7 oparty na modyfikacji dowodu Twierdzenia 3 z pra-
cy Felsnera [1]. Jezeli  jest elementem maksymalnym w posecie to private (z)
nazwiemy, taki zbiér koloréw v, ze max Chain () < x, oraz max Chain (7y) %
y dla wszystkich elementéw maksymalnych y # x. Pokazmy, ze dla dowolnego
k istnieje strategia podawania punktow Sy, taka ze

e w kazdym kroku wzgledna wysokos¢ nie przekracza 1,
pierwsze k punktow to antytancuch, a potem szeroko$é juz zawsze row-
na jest k;

e po jej zakonczeniu, maksymalne elementy x1, ..., ) sa takie,
ze |private (x;)| > 1.

Zbiory kolorow prywatnych elementéw maksymalnych x; sa roztaczne, wiec
wystarczy pokazaé powyzsze, aby udowodni¢ teze Twierdzenia 7. Dowod
przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na k. Strategia S; generuje poje-
dynczy punkt. Strategie Sii11 mozna podzieli¢ na 4 fazy.

1. Utworzenie antylancucha {zi, ..., xp 41}

2. Nastepnie przeprowadzona jest strategia Sy w ten sposob, ze kazdy punkt
dodany przez Sy dominuje wszystkie 1, ..., xx. Po zakonczeniu dru-
giej fazy otrzymujemy k + 1 punktéw maksymalnych vy, ..., Yg, Tpiq-
Zauwazmy, ze z zalozenia indukcyjnego |private (y;)| = i.

3. Ponownie przeprowadzana jest strategia S w ten sposéb, ze kazdy punkt
dodany przez Sy dominuje wszystkie yi, ..., Yp_1, Tr+1. Otrzymujemy
ponownie k+1 punktéw maksymalnych zq, ..., 2y, yx, gdzie |private (z;)| >
i oraz |private (yx)| = k.

4. Nastepnie potozony jest wierzchotek v nad wszystkimi elementami mak-
symalnymi zy, ..., 2k, Y. Kolor ~, ktérym zostat pokolorowany wierz-
chotek u nie moglt naraz naleze¢ do private (z;,) oraz private (yi). Bez
straty ogdlnosci zalézmy, ze v & private (z1,), a wiec |private (u)| > k+1.
Nastepnie strategia przeprowadza Sy tak, ze dowolny nowy punkt do-
minuje wszystkie 21, ..., 2x_1, yx. Ostatecznie otrzymujemy k+ 1 wierz-
chotkéw maksymalnych wy, ..., wy, u takich, ze |private (w;)| > i, oraz
|private (u)| > k + 1.



W fazie 1. poset P jest antytancuchem, zas w fazach 2., 3., 4. z zatozenia
indukcyjnego i konstrukeji strategii tatwo dostajemy, ze width(P) = k + 1.
Trzeba ponadto pokazaé, ze w kazdym momencie gry poset P ma wzgledng
wysokos¢ co najwyzej 1. W przypadku fazy 1. jest to oczywiste. W momencie
trwania fazy 2. zdefinujmy Q jako zbiér punktéw dodanych w tej fazie przez
strategie Si. Z zatozenia indukcyjnego mamy, ze jesli poset Q nie jest anty-
lanicuchem to ma szerokosé k. W przypadku, gdy width(Q) < k, czyli jest
antytancuchem, z racji ze lezy bezposrednio nad HMA (P) = {z1, ..., xp41}
dostajemy natychmiast teze. Jesli zas width (Q) = k, to z faktu, ze element
maksymalny xx,1 jest nieporownywalny z dowolnym elementem z Q dosta-
jemy
HMA (QU {zy11}) = HMA (Q) U {zp41}

ale z faktu, ze poset Q U {zy41} dominuje catkowicie reszte elementéw z P
otrzymujemy HMA (Q) U {zy11} = HMA(P). Z maksymalnoSci x4,

HMA (P)fi= HMA (Q)f,

a wiec

relh (P) = relh (Q) < 1,

co konczy dowdd. Uzasadnienie dla faz 3. i 4. jest analogiczne przy czym role
punktu niezaleznego x.1 z fazy 2. przejma w fazach 3. i 4. odpowiednio yy,
oraz u. ([

Do przeprowadzenia dowodu twierdzenia 8 potrzebujemy catej serii spo-
strzezen dotyczacych wtasnosci antytancuchow maksymalnych i antytancu-
chow wysokich. Prostsze z nich znajduja sie w ponizszej uwadze. Trudniejsze
przedstawiliSmy w kolejnych lematach.

Uwaga 9 Dla dowolnych antylancuchéow A, B sq prawdziwe nastepujgce
stwierdzenia.

(A= A1 (1)
ACBl = AfC Bp (2)
ACB = AICB] (3)
BCA = BInA=B (4)
ANBr=0 & AfNB=0 < AUDB jest antylanicuchem (5)
height (A1) = height (Af}) + 1 (6)
Dla dowolnych posetow X, Y mamy
height(X) =0 < X =10 (7)



height(X) <1 <& X jest antylanicuchem (8)
height(X) <2 = dla A, B C X mamy A} NBH= 0 9)
XCY = height(X) < height(Y). (10)

(P, <) poset;
X CP = HMA(XT) wysoki w P (11)
A antylancuch maksymalny w P = A, A, A} podzial P. (12)
Dla podposetu Q C P oraz dla dowolnego antylancucha A C Q mamy, Ze

A wysoki wP = A wysoki w Q (13)
A maksymalny w P = A maksymalny w Q. (14)

Lemat 10 Niech (P, <) wtedy zachodzi
A jest wysokim antylancuchem wP < A=HMA (A]).

Dowdéd 7 Definicji 3 dostajemy, ze dla dowolnego antytancucha B, takiego ze
A < B mamy, ze |B| < |A|. Jest to réwnowazne z tym, ze A jest maksymalny
w AT. A wiec A jest maksymalny i wysoki w AT, czyli

A =HMA (A7).

W druga strone dowdd jest oczywisty. 0]
Lemat 11 Niech (P,<); A antylaricuch maksymalny w P; wtedy zachodzi
A=HMA(P) < A=HMA(A}).

Dowéd Oczywisty. 0

Lemat 12 Niech (P,<); A, B antylaricuchy w P; A < B; wtedy zachodzi

1. ANB|<B
2. (A—B|)UB jest antylaricuchem.

Dowdd 1. Z faktux € Borazz B C A7 istnieje y € A taki, ze y < x. Jasnym
jest, ze y € B], co pociaga za soba y € AN B|. Punkt y wiec poswiadcza, ze
re (ANB)T. A wiec B C (AN BJ)T co byto do udowodnienia.

2. Latwo zauwazy¢, ze B jak i A — B] sg antytancuchami. Zachodzi pytanie,
czy © € B, oraz y € A — B sa ze soba nieporéwnywalne. Dla dowodu
niewprost zatézmy, ze x 2 y. Gdyby y < z, to z faktu, ze x € B mieliby$my
ze y € B co daje sprzecznoé¢ z y € A — B|. Rozwazmy wiec przypadek, gdy
x < y. 7Z racji, ze B C AT, istnieje z € A takie, ze z < z. A wiec z <z < y.
7 racji, ze z < y, gdzie y, z € A dostajemy sprzeczno$¢ z faktem, ze A jest
antytancuchem. 0



Lemat 13 Niech (P,<); A antylancuch maksymalny w P; B antylanicuch
wP; AL B; wtedy zachodzi

|B| < AN Bl|.

Dow6d 7 zalozen oraz na mocy Lematu 12 dostajemy, ze (A — Bl) U B
jest antylancuchem. Z racji, ze A jest antytancuchem maksymalnym mamy
| A — B| UB| < |A|. Prawdziwe wiec jest szacowanie

Bl = |(A=Bl)UB) — (A= Bl)| = |[(A—Bl) UB| - |4 Bl| <
< Al |A—Bl| = |ANBY.

O

Lemat 14 Niech (P,<); A antylancuch wysoki w P; B antylancuch w P;
B¢Z A; A< B; wtedy zachodzi

1B] < [ANBl| < |A|.

Dowéd Korzystajac z Lematu 12 otrzymujemy, ze (A — B|) U B jest anty-
taficuchem. Z zalozenia B ¢ A otrzymujemy

(A—Bl)UB# A. (15)

Z(A-Bl)UuB C AT, Awysoki w P i (15) dostajemy |(A — B|) U B| < |A|.
A wiec

B] = [(A-Bl)UB| - |A-Bl| <|A|l - |A-Bl| = [ANBl].

OJ
W Lemacie 17 wykorzystamy twierdzenie o dopasowaniu w grafach dwu-
dzielnych. A zatem, dla przypomnienia:

Definicja 15 (X, Y, E) nazywamy grafem dwudzielnym, gdy

L XnY=90
2. EC{{z,y}CXUY:ze X, yelY}.

Dla dowolnego Z C X definiujemy dodatkowo
J(Z) = {yeY: istnieje z € Z taki, ze {y,z} € E}.

Twierdzenie 16 (P. Hall) Niech (X, Y, E) bedzie grafem dwudzielnym. Jesli
dla dowolnego Z C X zachodzi |J(Z)| = |Z] to istnieje M C E, takie Ze
|M| = |X] oraz dla dowolnych réznych mq,mgy € M mamy my Nmy = 0.
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Dow6d Dowdd zostal przedstawiony w podreczniku do Analiza Kombina-
torycznej [3] na stronach 193-194. O

Lemat 17 Niech (P,<); A antylanicuch maksymalny w P; B antylaricuch
w P; wtedy istnieje injekcja i taka, ze

v B<— A, gdzie dla kazdego x € B (x) Z x.
Dowéd Zbiér B moze czesciowo leze¢ nad A, w A, i pod A. Wydefiniujmy
wiec By, Bs, B3 odpowiednio wzgledem potozenia A, oraz odpowiadajace im
podzbiory zbioru A.

By =ANB, By:=ANB, Bs:=AlNBG,

Al ::AﬁBll, AQ = BQ, A3 I:AQB;),T .
7 racji, ze A jest antytancuchem, mamy ze Af, A, Al sa parami roztaczne.
Zbiory By, By, B3 sa odpowiednio podzbiorami Af}, A, All, wiec tym bardziej
sg parami roztgczne. Suma B, By, B3 zawiera sie w B, ktéry jest antytancu-
chem, wiec By |, By, B31 sa takze parami roztgczne. Z kolei zbiory A;, As,

Ajs zawieraja sie w zbiorach By], Bs, BsT, wiec takze sa parami roztaczne. Z
maksymalnosci A w P i (12) otrzymujemy

AN UAU All=P.
Bazujac wiec na definicji By, Bs, Bs dostajemy
BiUByUBs = (A NB)U (ANB) U (Al NB) = BN (A UAU AY}) = B.
Zdefiniujmy trzy niezalezne injekcje na zbiorach B;, By, B3 prowadzace od-
powiednio w A;, As, Az, aby p6zniej je sklei¢. Aby znalezé pierwsza funkcje

poshuzmy sie jezykiem grafow dwudzielnych oraz Twierdzeniem 16 (o alter-
nacji). Zbiorem wierzchotkéw bedzie zbior A; U By, za$ krawedzi

E={{a,b} CAUB :ac A, beB & a<b}. (16)

Latwo mozna zauwazy¢, ze (Ay, By, E) jest grafem dwudzielnym. Z racji, ze
antytancuch A ma maksymalny rozmiar, dla dowolnego antytancucha C C A7
na mocy Lematu 13 mamy, ze

cl<lelnAl.

Korzystajac z powyzszej nieréwnoscei i linii (16) dostajemy, ze dla dowolnego
C C B; mamy

|J(C)] = |{a€ Ay istnieje c € C taki, ze {a,c} € E}|
= |{a € Ay : istnieje c € C taki, ze a < c}|
= [CLnAf =[CLnA] > |C]|

8



Na bazie Twierdzenia 16 mamy, ze istnieje dopasowanie M C E, gdzie
IM| = |By] oraz dla réznych my,ms € M mama, ze m; Nmg =0  (17)
Zdefinujemy wiec 11 w ten sposob, ze
2 By — Ay, gdzie dla kazdego b € By 1(b) = a wtw {a,b} € M.

Warto zauwazy¢, ze z (17) dostajemy, ze 1 jest dobrze zdefiniowana injekcja.
Dla dowolnego b € By para {¢;(b),b} € M C E, a wiec z (16) otrzymujemy

Vi(b) = b. (18)

Pokazalismy wiec istnienie injekcji prowadzacej ze zbioru By w A;. Wydefi-
niujmy zatem injekcje prowadzacq z Bs w As.

Wy 2 By — Ay, gdzie dla kazdego b € By  15(b) = b. (19)

Poniewaz By = Aj to 1)y jest dobrze zdefiniowana injekcja. Dla zbioréw Bs
oraz Aj przeprowadzamy analogiczne rozumowanie jak dla zbioréw By i A
dostajac dobrze zdefiniowana injekcje 3.

s 1 By — As, gdzie dla kazdego b € By 13(b) < b. (20)
Po tym jak zdefiniowaliSmy 1y, 1o, 13 przejdzmy do definicji ¢). Niech
Yp:B— A Y =11 Uih Us.

Z racji, ze 1y, 1o, 13 sa injekcjami o roztacznych dziedzinach (By, Bs, Bs) i
obrazach (A;, As, Aj3) oraz z faktu, ze By U By U Bs = B. otrzymujemy, ze v
jest dobrze zdefiniowana injekcja. Na mocy (18), (19), oraz (20) dostajemy,
ze

»(b) 2 0.

Lemat 18 Niech (P,<); A antylaricuch wysoki w P; wtedy zachodzi
HMA (P) < A.

Dowéd Wiedzac, ze HMA (P) jest antytancuchem maksymalnym w P do-
stajemy na mocy Lematu 17 injekcje

¥ A— HMA (P), gdzie (a) 2 a dla kaidego a € A.



Latwo zauwazy¢, ze |A| = [(A)| oraz (.A) jest antytancuchem. W zbiorze
(A) U A nie ma wiekszych antytaiicuchéw, poniewaz jakkolwiek wybraliby-
Smy zbiér |A|+ 1 elementowy z ¥ (A)U.A, korzystajac z zasady szufladkowej,
musza znalezé sie w nim elementy a, 1(a) dla pewnego a € A. A wiec

W(A), A maksymalne w H(A) U A (21)
7 zalozenia, ze A jest wysoki w P otrzymujemy na mocy (13)
A wysoki w 1h(A) U A. (22)
7 (21) i (22) otrzymujemy
P(A) <HMA (H(A)UA) = A.
Pamietajac, ze ¥(4) € HMA (P) mamy
HMA (P) < (A) < A.
0

Lemat 19 Niech (P,<); relh(P) < 1; A, B antylaricuchy wysokie w P;
A < B wtedy zachodzi

AN =Bl < [Al-[B].

Dowéd Rozpatrzmy najpierw przypadek Aff —Bl=0.7Z A < Bi A wysoki
w P mamy |B| < |A], co koficzy dowdd. A wiec zatézmy

AN =BT # 0

Z Lematu 18 mamy HMA (P) < A, czyli A C HMA (P)7. Na mocy (6), (10),
oraz zatozenia relh (P) < 1 mamy

height (Af) = height (A7) — 1 < height(HMA (P)7) — 1 =

— height (HMA (P)) < 1. (23)

A wiec z Aff —B1C Af i (8) otrzymujemy, ze Af —B7 jest antytanicuchem.
Wezmy dowolne ¢ € At —B11b € B. Oczywiscie b £ ¢. Mamy takze
¢ £ b gdyz inaczej {c, b} tworzyltby tancuch dwuelementowy w A1, co jest
niemozliwe z (23) oraz (8). Udowodnilismy zatem, ze zbi6r

(Afy —=B1) U B jest antylaricuchem.
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Z zalozenia A < B mamy (Af —Bl)UB C A1 i (A -Bl)UB ¢ A

Wykorzystujac zatem Lemat 14 otrzymujemy, ze
|Af —BT| + |B| = [Afr =BT UB| < |A].

OJ

Lematy 20 — 26 opisuja dynamiczne wtasnosci posetow. Oznacza to, ze

rozwazamy (P, <), ktory rozbudowujemy punktem x — maksymalnym w roz-

szerzonym posecie PT. Wszystkie stozki w ponizszych lematach brane sg
wzgledem (P, ).

Lemat 20 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x ¢ P. Wtedy zachodzi

width(P) < width (P*) = HMA (P*) = HMA (P) U {z}.
Dowdéd 7 wthasnodci szeroko$ci mamy
width (P*) = width (P) + 1

czyli istnieje antytancuch A taki, ze |A| = width (P) + 1. Od razu widaé, ze
r € A. Niech A’ = A — {z} mamy wiec

|A'l = |A] — 1 = width (P) . (24)
Z faktu, ze A" C P, (24), oraz whasnosci HMA (P) mamy
A" < HMA (P). (25)
Teraz z faktu, ze x jest maksymalny w P* i (25) dostajemy
{x} UHMA (P) jest antylaricuchem w P+
poniewaz dla dowolnego y € HMA (P) z (25) i z definicji A’ mamy istnienie
z € A takiego, ze x || z < y, czyli y € . Oczywisty jest fakt, ze jest to
antylancuch wysoki w P*. A wiec
HMA(P") = HMA(P) U{z}.
0]

Lemat 21 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x & P. Wtedy zachodzi

A jest antylaricuchem wysokim w P = | A| = [HMA (A7)].
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Dowéd Jedli z ¢ HMA (A7) to oczywiscie A = HMA (A7), co czyni teze
trywialng. A wiec zatézmy, ze

z € HMA (A7) (26)

Jedli HMA (A7) — {2} € Atoz x € Aff i (26) mamy HMA (A7) — {z} ¢ A,
czyli
|Al = [HMA (A7) — {z}] + 1 = [HMA (A7)].

Jesli za§ HMA (A7) — {z} € A to z HMA (A7) — {z} C AT —{2} C P i
zalozenia, ze A jest wysoki w P otrzymujemy |A| > [HMA (A7) — {z}|, czyli

|Al = [HMA (A7) — {z}] + 1 = [HMA (A7)].

A wiec |A] = [HMA (A7)|. Nier6wnosé w druga strone jest naturalna.
[

Lemat 22 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x & P. Wtedy zachodzi

HMA (P*) # HMA(P) & € HMA (P').
Dowéd Oczywisty. O

Lemat 23 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x ¢ P. Jesli width (P) = width (PT) to zachodzi

relh(P) <1 & relh (P+) <1 = height HMA (P)) < 1.

Dowéd Gdy 2z ¢ HMA (P") to z Lematu 22 HMA (PT) = HMA (P), a

wiec
height (HMA (P)) = height (HMA (P*)1) = relh (P*) < 1.

Pozostal nam przypadek
v € HMA (P). (27)

Teraz udowodnimy
)€ HMA (P*)] . (28)

Latwo zauwazy¢, ze z height (HMA (P){y NP) = relh (P) < 1 wynika
y € HMA (P) =y maksymalny w P. (29)

Niech y < . Jedli y nie jest maksymalny w P to z (29) oraz (12) otrzymujemy
y € HMA (P) |. Jesli za$ y jest maksymalny w P to rozwazmy dowolne

12



z € HMA (P*) — {x} C P. Oczywiscie y € HMA (P*) — {z}, bo inaczej =,y
lezalyby w antytaficachu HMA (P7), a przeciez y < z. A wiec

2 F£Y (30)
Z maksymalnosci y w P otrzymujemy

y £ 2. (31)
Natomiast z faktu z, 2 € HMA (PT) mamy y < z || 2, czyli

z £ . (32)

Z (30), (31), (32) otrzymujemy z || y, czyli (HMA (P*) — {z})U{y} jest anty-
tancuchem w P. Z width (P) = width (P*) oczywiscie |(HMA (P*) — {z}) U{y}| =
[HMA (P)], a wiec (HMA (P*) — {z}) U{y} < HMA (P), czyli

HMA (P) € ((HMA (P*) — {o}) U {y})1
co na mocy (2) pociaga za soba
HMA (P)iC ((HMA (P*) — {2}) U {y} )1

a wiec y ¢ HMA (P)1, zatem na mocy (12) otrzymujemy y € HMA (P)|.
Udowodnili$my zatem (28).

Z relh (P) < 11 (8) mamy, ze HMA (P) — {x} jest antytancuchem. 7 (28)
oraz maksymalnosci z w Pt otrzymujemy, ze HMA (P)t= (HMA (P)f} — {z})U
{z} jest antytanicuchem wiec height(HMA (P)f) < 1. O

Lemat 24 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x & P. Przy zaloZeniu, ze A, B sq antylaricuchami wysokimi w
posecie P, to

A<B = HMA(A]) < HMA (BY).

Dowéd Oczywiscie A < B < HMA (B1), tzn. HMA (B1) € A7. Na mocy
Lematu 18 otrzymujemy wiec, ze dla antytaficuacha HMA (B7) wysokiego w
AT zachodzi

HMA (A7) < HMA (BY) .

O

Lemat 25 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksymal-
nego punktu x € P. Przy zalozeniu, Ze A, B C P, gdzie A jest antylaricuchem
wysokim w P, a B antylancuchem wysokim w P, to

ALB & zeBf = A jest wysoki w PT.
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Dowdd Z zalozenia, ze B jest wysoki w PT na mocy Lematu 11 mamy, ze
B = HMA (B7). Wiedzac, ze = € Bf} dostajemy

z € HMA (B . (33)

Z drugiej zas strony z racji, ze A < B na mocy Lematu 24 otrzymujemy, ze
HMA (A7) < HMA (BY1), czyli HMA (B1) € HMA (A7)7. Pociaga to za soba
na mocy (2) w Uwadze 9 fakt, ze

HMA (B1}1C HMA (A7) (34
Z (33), oraz (34) otrzymujemy, ze x € HMA (A7)}, czyli
r ¢ HMA (A7).

Na mocy Lematu 22 otrzymujemy wiec, ze A = HMA (A7), a to wraz z
Lematem 10 daje, ze A jest wysoki w PT. O

Lemat 26 Niech poset Pt powstaje z P poprzez dodanie nowego, maksy-
malnego punktu x € P. Poza tym relh (P) < 1; relh (P*) < 1; width(P*) =
width (P); oraz niech A, B bedq antylancuchami wysokimi w P, gdzie A < B
wtedy

1. HMA (A7) —HMA (B)T = (Aft —B1) — HMA (A7)
2. jesli dodatkowo x & Ay —B] to
HMA (AN} —HMA (B)] = Af —B7 .

Dowdéd Dla uproszcezenia zapisu wprowadzmy nastepujaca notacje
AT :=HMA (A1),  B":=HMA(B]).
W tej notacji punkt 1. przyjmuje postac
AT =BT 1= (A —BT) — A™. (35)

Z racji, ze AT = HMA (A7) C Al na mocy (2) dostajemy ATC Af, a wiec
takze

Aty =BT 1C A —B™T . (36)
Z maksymalnosci x w PT; width (P) = width (P*); relh (P) < 1; relh (PT) <
1 na mocy Lematu 23 otrzymujemy, ze height(HMA (P){t) < 1. Z (6) dosta-
jemy wiec

height (HMA (P)1) < 2. (37)

14



Lemat 18 zastosowany do wysokiego antytancucha A w posecie P daje
A C HMA (P)7 . (38)

Poniewaz width(P) = width(P*) to HMA (P) jest maksymalny w P+, a
wiec

HMA (P) < HMA (P*). (39)

Antytancuch B jest wysoki w Pt (patrz (11)), wiec Lemat 18 razem z (39)
daje
HMA (P) < HMA (P*) < BY,

tzn.

BT C HMA (P)T] . (40)
Wtasnosé (9) zastosowana do (37), (38), i (40) daje

A NBTY= 0. (41)

Potrzebna nam jest jeszcze teorio—mnogos$ciowa wtasnosé
(X-Y)—-(X-2)=Xn(Z-Y). (42)

Mozemy zatem, przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie

(AN —BT1) — (AT —B1) = AN N(BI ~B*1) 2 (42)

A (BT NB™Y) 2 I(iil){s(.)rgi w B

C AR NB*TY
=0 z (41)
Czyli
A =BT C A -BT . (43)
Teraz
A —BY = (AT —B*) - AY
C (AN -B'1) - A" 2 (30)
C (Al -BI) — AT 2 (43)

Dla inkluzji w druga strone zauwazmy najpierw, ze podobnie do (40) mozemy
pokazaé
AT C HMA (P)1, (44)

a stosujac (9) do (38), (44), i (37) otrzymujemy
A NAT=0. (45)
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Pamietajac, ze AT jest maksymalny w AT, z (45) i (12) , otrzymujemy
A — A= AN N(AT —ATT) = A NAT NAT= A NAT= 0,

czyli

ANC AT (46)
Ponadto (3) zastosowana do Bt C Bl daje

Bf1C B . (47)
Z (46), oraz (47) mamy
(Al —B1) — AT C (AT —BT) — AT = AT —BIC AT —B™],  (48)

czyli drugg inkluzje potrzebna dla zakonczenia dowodu punktu 1.

Dla dowodu 2. zauwazmy, ze mozemy zalozyc dodatkowo, iz A # AT, bo
inaczej 2. jest oczywista jako ze AT NAf= 0. W tej sytuacji pokazemy tylko,
ze (A —Bl) N At = 0, co i tak wystarczy do dowodu 2. Lemat 22 wraz z
r € A" i zalozeniem x ¢ Aff —B7 daje

x € Bl. (49)

Lemat 21 zastosowany do antytancucha B wysokiego w P daje, ze B jest
maksymalny w B]. Korzystajac z Lematu 13 zastosowanym do antytancucha
maksymalnego B w Bl i dominujacego go antylancucha A+ N BT, dostajemy

AT NBY| < |(A* BT NB| < |A N B, (50)
a zatem
Al < AT z maks. AT w A7
= |(AT = BT) U (AT N B
= |AT =B+ |AT N B (51)
< AT =Bl + AT N8l 2 (50)

(AT = BT) U (AT NB)|.

Zauwazmy, ze (49) i ¢ ¢ B oznacza, ze antylancuchy AT — BT i AT | NB
sa zawarte w P. Aby pokazaé, ze ich suma tez jest antylancuchem, wezmy
ye At — Bl ize A" NB. Zbiory te sg roztaczne a wiec y # 2. Z faktow
y € At oraz z € AT| otrzymujemy y £ z, az y ¢ BT, oraz z € B mamy
y # z. A wiecy || z co wraz z (51) dowodzi, ze

(AJF — BT) U (AU ﬂB) jest antytancuchem w P. (52)
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Z kolei A < AT 1 A < B daje
A< (AT =B U (AT NB). (53)

Poniewaz A jest antytancuchem wysokim w P zdominowanym (patrz (53))
przez conajmniej tak liczny (patrz (51)) jak A antylancuch (AT — BT) U
(AT] NB), to Lemat 14 daje

(A" -B1)U (Au mB) C A.

W szezegdlnosci AT — B1C A, co natychmiast daje (Aff —Bf) N AT =
(AT — BT) N Af= 0. O

Oprocz powyzszych lematow do dowodu poprawnosci zaprezentowanego
pOzniej algorytmu potrzebna nam bedzie formalna definicja adaptywnego
kolorowania online.

Definicja 27 Kolorowaniem posetu P nazwiemy dowolng funkcje ¢ przypi-
sujgcg punktom z P pewne zbiory koloréw, tak by

o c(y)#£0D dla yeP,

e dla dowolnego koloru ~y zbiér Chain(vy) :={y € P :v € c(y)} jest lan-
cuchem w P.

Gdy teraz poset P jest rozbudowany nowym, maksymalnym punktem do Pt =
P U{x} to kolorowanie ¢t posetu Pt powstaje poprzez modyfikacje koloro-
wania ¢ z zachowaniem poprzednich requl z podstawieniem ¢t w miejsce c
tzn.

a. ct(y)#0 dia yePT,

b. dla dowolnego koloru y zbiér Chain® () := {y € PT : v € c"(y)} jest
taricuchem w P+

oraz z dodatkowym wymaganiem zgodnoci c* z ¢ tzn.
c. ¢ (y) C e(y) dla dowolnego y € P.

Mozemy nareszcie przedstawi¢ algorytm dowodzacy Twierdzenia 8. Be-
dzie on podczas dziatania utrzymywac¢ pewna strukture S zalezna od aktual-
nego posetu P i jego kolorowania c. Kiedy P rozbudowuje sie¢ do Pt poprzez
dodanie nowego, maksymalnego punktu z, algorytm konstruuje nowa struk-
ture ST dla P*. Gdy ST zostanie skonstruowana mozna bedzie z niej odczytaé
nowe, poprawne kolorowanie dla P*. Ponizsze niezmienniki podaja wtasnosci
struktury S.

Niezmienniki. S jest krotka (P, <, k, L1, ..., L, T'1, ..., Tk, A1y ooy Mg, ©), gdzie
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N1la: Ly, ..., Li sa antylancuchami wysokimi w P;

Nib: £; < ... < Ly;

Nilc: |£1] = width (P);

Nid: |£i| = |Lia] =i+ 1dlai=1,.. k—1;

Nle: |Lix| <k+1;

N2a: I'y, ...,y sa parami roztacznymi zbiorami kolorows;
N2b: \;: L; — T; jest bijekcja dlai =1, ..., k;

N2c: dlai=1,...,k oraz y € L; zachodzi top (\;(y)) <y
gdzie dla koloru v  top (y) := max {Cham (v) NUE, [,Z-l};

N3: dlat=1,....,koraz y € L} —L;41]
istnieje funkcja ind” : £L; Nyll— {1, ...,1} taka, ze

c(y) = {)‘indy(z)('z) cze LN ylL}
N4: c jest adaptywnym kolorowaniem online posetu P kolorami z Ule r;.

Niezmiennik N4 w istocie rozbija sie na trzy warunki N4a, N4b, N4c zgodnie z
definicjg adaptywnego kolorowania. Kilka, waznych dla nas dalej, konsekwen-
cji faktu, ze struktura S spetnia niektére sposréd niezmiennikéw opisane sg
w Faktach 1 — 6. Dodatkowo dla ¢ = 1, ..., k bedziemy uzywaé notacji

Ci = ﬁiTT —£i+1T,

gdzie zbiér Ly, := 0 nie wchodzi w sklad struktury S, a powolany jest
jedynie dla uproszczenia niektérych zapisow.

Fakt 1 Nia, Nic dla S daje

Fakt 2 Nia, N1b, Nic dla S daje

clnL, C ﬂ L;— L] dla dowolnego i =1, ..., k
j=1

Fakt 3 Nia, N1b, Nic dla S daje, ze Cq, ...,Cy, (Uf‘:1 Eil) twozg podziat P
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Fakt 4 N1ib dla S daje
ChnL)nClnL;) = 0 dial<i#j<k

Fakt 5 N2a, N2b dla S daje
dla dowolnych i,5 =1,...k; wel;, weL;

Aiu) =\(w) & i=j5 & u=w
Fakt 6 Nia, N1b, Nic, N2a, N2b, N3 dla S daje
dla1<i#j<k

c(C)nUJN (ﬂ Em—ﬁjﬂT) =0
=1 m=1

Dowéd Fakt 1. Z Nla i Nlc i Definicji 5 otrzymujemy teze. 0
Dowé6d Fakt 2. W swietle definicji C; mamy (£, NCil}) N Li17= 0, wiec
wystarczy pokazac, ze dla 1 < j <i <k

LiNCIC L;.

Oczywiscie dla y € £;NC} istnieje z € C; takie, ze y < z. Z N1b otrzymujemy
L; C L;T, czyli istnieje u € L; takie, ze u < y < 2. Z Faktu 11 N1b wiemy,
ze u,y,z € L17=HMA (P)1, a wiec z height (HMA (P)1) = relh (P) + 1 < 2

otrzymujemy v = y, czyli y € L. !
Dowéd Fakt 3. Dla dowodu
k k
PgUQu(UQQ (54)
i=1 i=1

wezmy dowolne y € P. Z Faktu 11 (12) otrzymujemy
yeﬁlﬂ lub yEEll.

Jesli y € L4 | teze mamy za darmo. Podobnie (54) jest oczywiste jesli
y € L; dla jakiegos i = 1,..,k. Jedli zas y ¢ U, L; rozwazmy j =
mar{i=1,..,k:y € Lift}, ten y € L;ft —L;411. Poniewaz y € L1, to
y € Cj, a wiec

k k
PclUau <U£z¢>.
1=1 1=1

Zawieranie w drugg strone jest oczywiste.
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Dla dowodu

(e (Yer) -»

zatozmy, ze y € C; = Lit —L;41 1. Pokazmy, ze y & £;| dla j = 1,..., k.
Oczywiscie y ¢ L;|. Dla j < i z N1b otrzymujemy £; C £;1. Z (2) mamy
y € LifNC L1, czyli y € L; |. Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy i <
j. Wiemy z N1b, (2), oraz Faktu 1, ze C; C L;fC L= HMA (P) 1. Z
faktu, ze height(HMA (P)ft) = relh (P) < 1 otrzymujemy, ze C; jest zbiorem
elementéw maksymalnych w P. W takim razie dla uzasadnienia y & £, |
wystarczy pokaza¢, ze y € L;. Znéw z N1b L; C L;11 T, oraz z faktu, ze
y & Liy1 mamy, ze y € L;.

Aby pokaza¢ roztaczno$¢ C; z C; dla 1 <@ < j < k wystarczy zauwazyc,
ze na mocy N1b otrzymujemy C; C L;T C L;417. Z roztacznosci C; z L1417
dostajemy natychmiast pozadany fakt. O
Dowdéd Fakt 4. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego i =1, ..., k

ClNL; = (L —=Lipa T NL; C L — LT - (55)

Bez straty straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze i < j. Wtedy z N1b L; C
Li17, a wiec z (55) dostajemy

(Cll NL:) N (C NLy) C (Li — LiaT) N (L = LjaT) = 0.

O
Dowéd Fakt 5. 7Z N2a i N2b, czyli z roztacznosci dziedzin i obrazéw, oraz
z faktu, ze A\, ..., \; sa bijekcjami natychmiastowo otrzymujemy teze. 0]

Dowéd Fakt 6. Z Faktu 2 dla dowolnego ¢ mamy C;{} NL; C ﬂ;zl L;, a
wiec zbior Cidl NL; zawiera sie w dziedzinach funkcji Ay, ..., \;. Zatem

o(C) = Uyec, c(y)
= Uyee, Usecin {Minary (2)} 2 N3
- UZ/GCi UZEﬁiﬂZ;U U§:1 {/\l(z)} z N3
. (56)
= Ueeciney Uiz {Ni(2) }
= U?:l M (LiNCill)

- U§=1 Al (ﬂfn:l L, — £i+1T) z Faktu 2
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Z dowodu Faktu 4 mamy (£; — L;117) N (L — L£j117) = 0, a wiec

i J
(N Li— Lt N () Lo — Ljal=0.
=1 m=1

A zatem z Faktu 5 otrzymujemy

U(ﬂﬁ mT) CJ (ﬂﬁ MT):@. (57)

Z (56) i (57) mamy ¢(C:) VU Mt (Mo L — Liial) = 0. O

Zaprezentowany nizej algorytm wraz z nadejSciem nowego, maksymalnego
punktu x jedynie aktualizuje strukture S = (P, <, k, L1, ..., Li, T'1y ooy Tiy Aty ooy Ak, ©)
dla posetu P do struktury St = (P, < k", L7, ..., LF, F+ s DA A )
dla posetu Pt = P U {x}. W szczegblnosci N4 moéwi, ze w kazdym kroku
struktura S opisuje poprawne kolorowanie posetu P, a dokonane na samym
koncu szacowanie ’Ule r Z‘ pokaze, ze algorytm w kazdym momencie uzywa

nie wiecej niz d\/&—i—O(d) koloréw. Podobnie, jak w Lematach 20 — 26 tak i w
dalszej czesci pracy wszystkie stozki brane sg wzgledem P*. W szczegdlnosci,
teraz C; = L) —L;41] réwniez odnosi si¢ do PT.

ALGORYTM:
if  width(P) < width (P*) then Przypadek A

(
if width(P) = width (P") then begin (
ip :=max{i e N:x € C;} (

(

(

=

> >
w N
o o N —

if L, jest wysoki w PT then Przypadek B
else Przypadek C

>
ot

end

Przypadek A

//V1, s Vi1 S@ nowymi kolorami nigdy wezesniej niewystepujgcymi
for i:=1 to k do begin
LH:=L,u{z} (A6)
=T, U{v} (A7)
AT =N U (7)) (A8)
end
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if |Ly|=k+1 then begin
kT i=k+1
Eljﬂ = {z}
FZH = {Vrt1}
Mo {zh — Ak}

end

else k™ =k
ctlp=c
() = {m}

Przypadek B

kT =k

for i:=1 to k do begin
Lh=7L;

7

(A16)
(A7)
(A18)
(A19)

(A20)

(o) = {repn ((U OV} = el = (ah) v € (i) f ()

//Funkcja repr () zwraca dla niepustego zbioru jakikolwiek jeden

//z jego elementéw. Wymagany dowéd niepustosci argumentu tej

//funkcji bedzie przytoczony pdiniej.

Przypadek C

//Dla uproszczenia algorytmu i przejrzystosci dowodu Przypadek C

//jest podzielony na dwie czesci. Nagpierw konstruujemy nowq
//strukture S = (P, <,k, L1, ..., Li, T1, o, Ty Aty ooy Ay €) dla P,
//aby pdZniej na jej bazie stworzyé ST dla PT.

//Generacja S dla P:

for i:=1 to k do wybierz bijekcje
U2 L — HMA (L;1), takg Ze y < ¢i(y) dlay € L;

for i:=1 to i, do

Ai = {y € ﬁio N Cio‘U’ : 7vZ)io (y) € Cio & /\Z(y) € C(¢i0 (y))}
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for 7:=1 to io —1 do Fz = Fz - )\z (Az) U Aio (Az) (A24)

10 20
T, (r U (Ai)> oUn @) (A25)
for i:=ip+1 to k do T,:=T; (A26)
for i:=1 to ig—1 do X = \]z,_a, Uyla, (A27)
io
Nio 1= i | LU A Y U Mila, (A28)
= i=1
for i:=ipg+1 to k do X\ :=X\ (A29)
//Teraz na podstawie S dla P algorytm tworzy ST dla P*:
kt =k (A30)
for i:=1 to k do begin
L :=HMA (L,]) (A31)
=T, (A32)
A=\ o (A33)
end

//Fakt 8 pozwala rozbié defincje ¢™ na nastepujgce przypadki
for all y e Ci, NHMA (L;,1) do ¢ (y) == {Nig (' (1)} (A34)
for all yeC,, —HMA (L;,1) do

" (y) = ely) 1 U % (Cork NHINIA (£41) (A35)

for all i#iy and yeC(C;, do

() = ) U, (€ VA (£,1) (A36)
k
forall ye|JL] do c¢"(y):=cly) (A37)

i=1

Dowod poprawnosci algorytmu przeprowadzimy oczywiscie oddzielnie dla
kazdego przypadku.

Dowéd przypadku A.
Dowéd Nla. W tym przypadku punkt x poszerzyt poset, a wiec

width (P*) = width (P) + 1.
7 Lematow 20 i 11 otrzymujemy

HMA (P*) = HMA (P) U {z} = £, U {x}
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czyli L1 U{x} jest antylaricuchem, a zatem

Bezposrednio z N1b. dla S wynika, ze £; C £17. Z (3) mamy £;1C £47, co
razem z (58) daje

x & L] dla dowolnegoi=1,... k. (59)
Korzystajac z Nla. dla S, (59), oraz maksymalnosci x w Pt otrzymujemy
L} =L;U{zr} = HMA (L) U {z} = HMA (£;] U{z}) = HMA (£]7) .
Co na mocy Lematu 10 implikuje Nla.

Dowé6d N1b. Korzystajac z (N1b) dla S, maksymalnosci © w PT dla do-
wolnego i=1, ..., k-1

Ll =LinU{z} C LT Uz} = (L u{a})T=LIT.

Dowéd Nl1c, N1d, Nle, N2a, N2b, N2c, N3, N4. Oczywisty.

Dowéd przypadku B.
Dowéd N1la. Dla dowolnego i =ig + 1, ...,k mamy = & L;T, wiec

Lf = L£; = HMA (£;1) = HMA (£]1).
Dla i = ig otrzymujemy natychmiast z (A4)
Li =L, jest wysoki w P~ (60)

Ustalmy i = 1, ...,i0—1. Z (A3) mamy = € L;,}. Z N1b dla’S mamy £; < L;,.
Ponadto z Nla dla S dostajemy, ze £; jest wysoki w P. A wiec pamietajac o
(60) otrzymujemy na mocy Lematu 25

L; jest wysoki w P

Dowéd N1b, N1c, N1d, N1le, N2a, N2b. Oczywisty.

Po dowodzie pierwszych niezmiennikoéw mozemy przejs¢ do uzasadnienia
dobrego postawienia koncowej czesci Przypadku B.

Dowéd sensownosci postawienia linii (A21). Dla zdefiniowania (A21)
chcielibysmy, by x| NL,, zawieral si¢ w dziedzinie funkcji \;, czyli w zbiorze
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L;, dla dowolnego i = 1, ..., 4. I jest tak, bo na mocy (A3), oraz N1 dla S i
Faktu 2 otrzymujemy

20 20
ol NLiy € (Ligh —Lig+1 T NL;, C ﬂ Li— Liy11C ﬂ L;.

i=1 i=1
Po za tym potrzebujemy uzasadnienia, ze dla dowolnie wybranego 2 € [,;; N
x|} zbior koloréw ( LEDY (z)) — ¢(Ciy — {x}) jest niepusty. Zauwazmy naj-
pierw, ze (A3) zaklada, ze L, jest wysoki w P*. Zas z Nlb dla S ma-
my L;, < Li,+1. Z N1d oraz Nle dla S otrzymujemy L;, # Li,+1, a wiec
Li, < L;y+1. Mozemy wiec skorzysta¢ z Lematu 19, co wraz z N1d i Nle daje

ICiol = |Lih —Ligi1T| < |Lio| — [Ligra| <o + 1. (61)

Oszacujmy teraz ilos¢ elementéw zbioru (Uﬁozl i (z)) —¢(Ciy — {x}) dla do-
wolnego z € x|} NL;,.

(Utnten) -etc - 1] =

0 0uen| - e - ehn Ui 62)

- —( U U {/\mdy(u)(u)})ﬁg{/\i(z)}‘ (63)

y€Cip—{z} ueLizNy

= io—| U {/\de(z)(z)}‘ (64)

yeCio—{x}

= io — ’C’io — {ZB}’ > 0. (65)

Wiersz (62) to proste operacje na zbiorach. Wiersz (63) wynika z Faktu 2 i
N3 dla S. Z kolei wiersz (64) korzysta takze z Faktu 5. W konicu wiersz (65)
opiera sie na (61) oraz fakcie, ze z € C;,. A wiec ostatecznie

<U WZ”) e (Cy— {x}) # 0.

Dowéd N2c. Poniewaz x € L; = £ i # maksymalny w P, to
k
z ¢ (U Ei)i :
i=1
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A zatem x nie ma wplywu na top (). Kolorowanie punktéw z P nie ulegto
zmianie wiec top™ (v) = top (7).

Dowéd N3. Wystarczy pokazac istnienie funkcji
nd® : L nal— {1, ... i}
spetniajacej warunek

C+(I) = U {/\indr(y) (y)}

+
yGLiO Nat}

Dla pozostatych punktéw funkcje, ktorych istnienie postuluje sie w N3 dla
ST, sg te same co w N3 dla S. Wybierzmy wiec dowolny y € E;gﬂle: LNz
Oczywiscie mozemy wybra¢ | € {1,...,ip} takie, ze

M(y) = repr ((U v ) = (e~ (ah)

niech wiec

ind*(y) = L.

Latwo zauwazy¢, ze tak zdefiniowane ind” spelnia

@ = U {p((u O - el - )

ye('ciomlu)
= U Paueo®l= U Mo, 0}
yE(LigNah) ye(Lh na)

0

Dowd6d N4a. Niezmiennik N4a bada, czy dla dowolnego koloru v punkty
zawierajace ten kolor tworza tancuch. Algorytm w przypadku B nie zmienit
koloréw w zadnym wierzchotku, a wiec dla wszystkich koloréw, ktore nie
pokolorowaty nowego punktu x uzasadnienie N4a jest oczywiste. Pozostaja
kolory v takie, ze
7 € c(z)
wtedy mamy
Chain™ (v) = Chain (v) U {z}.

Pokazemy, ze
x> Chain (%) (66)
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co zakonczy dowdd N4a. Dla dowodu niewprost zalézmy istnienie y € Chain (),
takiego ze x || y. Z Faktu 3 mamy

k k k
yGP:UCZLJ(UEZ)J,:CZOU U CZU<U£z>l
i=1 i=1 i=1..k; i#io i=1
Dowdd (66) podzielimy na trzy przypadki.

o yc(C
Wtedy v € ¢(y) C ¢(Ci, — {x}). Z drugiej strony (A21) daje $wiadka
z € L;, N x| takiego, ze

ve (Utnen) e - ).
co przeczy, ze vy € ¢ (C;, — {x}).

e y € C; dla jakiegos i # 1
Warto zauwazy¢, ze

ct(z) = {)‘md‘t(z)(z) : zeﬁioﬂxll} z N3
C {j(z) : j=1,.yip & zeLiynal} z N3

- {/\j(z) ci=100 & e L — EiOT} z Faktu 2

= Ui\ (M2, L= Lah) -
Z Faktu 6 dla ST otrzymujemy
cC)n U <ﬂ L — £j+1T> =0, (67)
j=1  \i=1

wiec tym bardziej c(y) Nct () = 0 czyli v € ¢(y) co daje sprzecznosé z
y € Chain(y).

® yc (Uf:l Lz)l
Z faktu v € ¢(x), na mocy N3 dla ST wiemy, zZe istnieje z € x|l NL;, i
L€ {1,.. i} takie, ze
7= N(2).
Z N2c i~ € c(y) otrzymujemy
y<top(N(z) <z<z

co daje sprzeczno$¢ z faktem y || x.
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Dowéd N4b. Z (A21), N2a, N2b, N3 dla St oraz x € L;,} dostajemy

o) -

U {/\mdf@)(y)}| = |Li, Nxl| > 1.

yeLiyNal

Dowéd N4c. Oczywisty, bo ¢*|, = c.

Dowdéd przypadku C.

Dowéd sensownosci postawienia linii (A22) — (A29). Przed dowodem,
7eS=(P,<,k,L1,....; L, L1, ..., Ty A1, ooy A, ©) spelnia niezmienniki uzasad-
nimy sensownos$¢ kodu (A22) — (A29). Po pierwsze Lemat 17 dostarcza nam
dla i = 1,...,k iniekcji ¢; : £; — HMA (L£;7), przy czym oczywiste jest,
ze w tym przypadku y < ¢;(y). Ponadto Nla méwi, ze L£; jest wysoki w P,
wiec na mocy Lematu 21, £; jest réwnoliczny z HMA (£;7), wiec wszystkie
iniekcje 1; sa bijekcjami. Z linii (A23) oraz z Faktu 2 otrzymujemy

A, C Li,NnCd C ﬂ Li— LT,

j=1

a wiec A, zawiera sie¢ w dziedzinie funkcji Ay, ..., A;,. Potrzeba jeszcze uzasad-
ni¢ poprawnosé¢ definicji Ay, w (A28), tzn. ze Aq, ..., A;, sa parami roztaczne.
Dla dowolnego i wezmy u,v takie by £; 2 v < u € C;. Z Faktu 2 wiemy,
ze v nalezy do dziedzin Ay, ..., \;. Korzystajac z N3 dla S i Faktu 5 dla S
dostajemy

c(u)n Y {Aj(v)}| =1 (68)

Niech 1 < m # m' <. Jesli z € Ay, to z € L, N Cy, | oraz ¢, (2) € C;y,
czyli z (68) otrzymujemy, ze

(i (2)) 0 @l{wn‘ - 1L

A wiec
Am(2) € c(Wiy(2)) = Anw(2) € (i3, (2))
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czyli
ze€N, = z&A.
a wiec
Ay, ..., A jest rodzing zbiorow parami roztgeznych. (69)
Pocigga to z sobg fakt, ze defnicja \;, w linii (A28) jest sklejeniem funkcji
na parami roztacznych zbiorach, a wiec jest poprawna.

Dow6d Nla, N1b, Nlc, N1d, Nle. Wszystkie antytancuchy £; oraz
poset P w S sa identyczne z ich odpowiednikami w S, co pociaga spetnienie
warunkow.

Dowéd N2a. Z N2a, N2b dla S, (69) oraz z (A24), (A25), (A26) prosto
otrzymujemy N2a dla S.

Dowéd N2b. Z (69) i faktu, ze Aq, ..., Ax sa bijekcjami o parami roztacznych
obrazach (N2a, N2b dla S) otrzymujemy

Al‘Ap Al’ﬁlfAla ey )\’iofl
)‘io’An )\’iO‘A27 ey )‘io

Ai0717 )\iofl

AiO ) )\io

Lig—1—Aip—1

70
Lig _U;O:1 Aj ( )

sg bijekcjami o parami roztacznych obrazach. A wiec ich sklejenia na roztacz-
nych dziedzinach, uzyte w (A27) oraz (A28) sa réwniez bijekcjami o parami
roztacznych obrazach Ty, ..., .

Dowéd N2c. Ustalmy i =1, ..., k, oraz y € L;. Pokazmy, ze

istnieje j € {1,...,k} takie, ze Ni(y) = N\ (y). (71)
Z linii (A24), (A25), (A26), otrzymujemy, ze nie dodaliSémy nowego koloru
tzn. U, Ty = U%, T, a wiec

Nily) el C Ty
=1

A wiec istnieje j takie, ze \(y) € T'; = M\;j(L;). Po przeanalizowaniu linii
(A27), (A28), (A29) prosto otrzymujemy \;(y) = A;(y), czyli (71). Teraz
N2c dla S daje
top (Mi(y)) = top (\;(y)) < v
Dowéd N3. Na mocy N3 dla S dostajemy, ze dla i = 1, ..., k oraz elementu
y € C; istnieje
ind’ - L; Nyl— {1,...,4}
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taka, ze

)= U Punen®}-

z€L;NyY}
Na bazie ind’ zdefiniujemy ind’, ktéra bedzie $wiadkiem na istnienie odpo-
wiedniej funkcji w N3 dla S. Niech
ind = ind’ dla © # i, orazy € C;. (72)

Aby zobaczyé, ze funkcja ind spetnia N3 dla S, zauwazmy ze (A23) daje
Am - CZ'OU ﬂﬁio dlam = 1, ...,io, Czyli

U An CCill Ly, (73)

m=1

Z Faktu 4 dla j =1,....,k; j # ip mamy

(Ciol NLiy) N (Ci NL;) =0, (74)
co wraz z (73) daje A
@ A, N (CNL;) = 0. (75)
m=1

Z linii (A27) i (A29) wynika, ze dla j # 49 funkcja \; zmienia si¢ jedynie na
zbiorze U;%_1 Ay, a wiec z (75) dla dowolnego z € Cil} NL;

X(2) = A(2) (76)
Teraz z N3 dla S, (76) i (72) otrzymujemy

cw)= U Pinexn@}= U HRipep@i= U {dey@)(z)}‘

zeL;Ny) zeLiNy) zeL;Ny)

W przypadku, gdy y € C;, funkcje
Wy : ‘Cio N yl—> {1, ...,io}

zdefiniujmy przez

N istnieje i t.ze z € iyl & ind'(z) =i
ind (z) =1 i istnieje i t.ze z € AjNyll & ind’(z) =iy (77)
ind’(z) w reszcie przypadkow.

Poniewaz podmiana wartosci dla funkeji ind’ jest zgodna z wymiang zbioréw
postaci A, (4;) na \;(4;), dostajemy

Nind' ) = Aind' (5 (2)
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co implikuje natychmiastowo N3 dla y € C;,.
Dowéd N4. Oczywisty, bo ¢ nie ulegto zmianie.

Mozemy teraz przejs¢ do uzasadnienia poprawnosci drugiej potowy Przy-
padku C. Teraz dopiero bedziemy rozwazaé poset P* z nowo dodanym z.

Dowéd N1la. Z (11) wiemy, ze HMA (L£;1) jest wysoki PT, a wiec na mocy
Lematu 11 otrzymujemy

HMA (£;1) = HMA (HMA (£:1)1) = HMA (£1) = £,
co wraz z Lematem 10 dowodzi Nla.

Dowéd N1b. Lemat 24 zastosowany do antytancuchow £; < £;,1 wysokich
w P daje

Dowéd Nlc. Z faktu, ze £ jest wysoki w P na mocy Lematu 21 otrzymu-
jemy width (P+) = width(P) = |£| = [HMA (£11)] = | .

Dowéd N1d i Nle. Z faktu, ze £; jest wysoki w P na mocy Lematu 21
otrzymujemy |£;| = |£;| dla dowolnego i = 1,....k co czyni N1d oraz Nle
trywialnymi.

Dowéd N2a. Z racji, ze I} =T oraz I'y, ..., [ sa parami roztaczne otrzy-
mujemy, ze ['],...,['{ sa takze parami roztaczne.

Dowd6d N2b. Poniewaz \; L) L; — T; oraz ; : L; — L sa bijekcjami to
7 (A33) dostajemy, ze A\ = \; o ;! jest takze bijekcja.

Dowd6d N2c. Z linii (A2) otrzymujemy, ze width (P) = width (P"). Z warun-
kéw Nla i N1b dla ST otrzymujemy odpowiednio, ze L, ..., £} sa wysokie
w Pt oraz LT < ... < L. Na mocy Lematu 26 otrzymujemy wiec, ze

Cir =L —Li=Lf —Lia1=Ci dlai # i

Cih = Lif =L 1= (Lish —Ligal) — L =Ciy — L1 (78)
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Mamy wiec kolejno

U, cHl = CF 2 Fkt. 3 dla S*

U'L
= Pt — (U¢=1..k; iio Ci U (Cio - Eig)) z (78)
(U

be—(Conc)) (19)
= (P*-ULG)u(C,nLy)

= (ULicil)u(c,ngt). 7z Fkt. 3dla S
izxzePtNC,

Mozemy teraz przyjzeé sie zbiorowi Chain ()N (Ui’-“:1 L l) gdziey € Ur_, I} =
U?=1 [';. Mamy

Chain™ () N <Lle EH) {y S U Lil:vec (y)} =

:{yEUEil:”yEC( )} { eCi,NLE: ”yech(y)}: (80)

(C’ham <U£l>> { ECiOﬂ[:;EIV:)\;;(y)},

gdzie pierwsza rownosé wynika z definicji Chain () w Def. 27, druga z (79).
Ostatnia za$ wynika ponownie z definicji Chain() i z linii (A34). Latwo za-
uwazy¢, ze jesli tylko v & ¢t (Cio N Li;g), to nie istnieje y € C;, N L posia-
dajacy kolor 7, czyli z (80) mamy Chain™ (y) N (Ule Eﬂ) = Chain(y) N

(Uf‘:1 Eil) a wiec

top™ (y) =top(y), dla~vy¢&ct (CZ-O N E;g) : (81)
W przypadku zas, gdy v € ¢* (Cio N E;g), z (80) mamy (C’hamJr (v) NUL, E:’l) =
(Chaz’n (y) NUL, Eil) U { ()\;g)_l (,y)} Pokazmy, ze ()\;g)_l () dominuje ca~

te Chain(y)N (Ule Eil) korzystajac odpowiednio z N2c dla ST, oraz z faktu
z < ¢i0 (Z)

Chain (s (Uu) top(7) < 7 () < () = (08) (),
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a wiec
~1
top™ () = i, (A, (7). (82)
Po tych rozwazaniach wstepnych mozemy przej$¢ do dowodu N2c. Pokazemy;,
ze top* ()\;; (y)) < y dla dowolnego y € L;. Rozpatrzmy najpierw przypadek,

gdy
Y € C’io N E;g

Wtedy powotujac sie na (82) dostajemy
top™ (A5 (1)) = top* (Niy (15, (1)) = v
Pozostal nam przypadek, gdy
y&CiyNLY.
Jezeli © = 19 to z bijektywnosci \;, oraz v;, dostajemy
Nio (Vi (W) & Nig (U3, (Cig N L)) = ¢ (Ciy N L),

Jezeli i # 1y to z roztacznosci obrazow A; i \;, dostajemy, ze

(
)

top™ (Aj(y)) = top" (Xi(wfl(?/))) = lop (Xi(wfl(?/))) < (y) <.
(

chcc. (83)

W Przypadku C mamy £;, # HMA (£;,) = L], co pocigga na mocy Lematu
(22), fakt ze z € L. Za$ na mocy Nla — Nlc dla ST oraz Faktu 3 dostajemy,

ze

k
x| JC (84)
i=1
Z (83) i (84) mamy
CHcenp. (85)
Latwo zauwazy¢, ze
L =HMA (LiT) C LT . (86)

Z racji, ze width(P) = width (PT), relh (P) < 1, relh (P*) < 1 otrzymujemy
na mocy Lematu 23
height (HMA (P)) < 1. (87)
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Z kolei z faktu, ze L; jest wysoki w P i Lematu 18 mamy £; C HMA (P)T.
A wiec odpowiednio na mocy (3), (10), oraz (6) otrzymujemy

height (L;1) < height(HMA (P)1) = height HMA (P)) +1< 2.  (88)

Ustalmy w tym momencie na reszte dowodu N3 dowolny y € C;". Na mocy
(86), (88), i (9) otrzymujemy kolejno

vl NCH — £, Tyl Nt =L =yl NCi= 0,

czyli
E;r NylC L;. (89)
Dla y € C;7 C C; NP z warunku N3 dla S istnieje funkcja ind? : £; N yl—
{1,...,1} taka, ze
)= U Fingp®}- (90)
z€L;NyY}

Korzystajac z (89) mozemy wiec zdefiniowaé
ind™ = ind| ;-

Z (89), (78), oraz Faktu 2 dla ST dla dowolnego ¢ mamy kolejno

clnchHcalng C ﬂ L; (91)
j=1

czyli zbior Cil NLT zawiera si¢ w dziedzinach funkcji Ay, ..., A;. Z (90) tatwo
wynika, ze

U {dey@(z)} C U N (ciu mﬁj) . (92)
zeLF Ny m=1
7 kolei z Faktu 5 mamy, ze
U Sen@}n Ql An (C L) =0, (93)

z€L;—L Ny}

gdyz (EZ- —-LIn ylL) N (CAL ﬂEQL) = (. Dla z € £ Nyl element 17 (2) € L;
jest porownywalny z ; (w_l (z)) =z € (E:’ N yll) C L;, co jest mozliwe

7

tylko gdy z = ¢;(2). Mamy wiec

Yi(z) =2  dla dowolnego z € LT Nyl . (94)
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Dostajemy nastepujacy ciagg rownosci

¢t(y) = e(y) NUbey A (Gl NLY) 2 (A35), (A36)
= Ueering {Nindr (2) } N Ubcs A (Gl 0L 2 N3 dla S
= Uzeﬁirmjmg} {chﬁ(z)(z)} N Uin:l Am (Czu ﬂﬁj)

UU.er,—cing {dey(z)(z)} N Upnzt Am (CiU mﬁj)

= Usertng {ind' ) (2)} MUz Am (Cil NLT) z (91) i (93)

= Ueerrrg in (@)} z (83) i N3 dla S
= Useeros it (4500, | 2 (04)

= Uscerrn { M@} -

Dowé6d N4c. Z linii (A35), (A36), oraz (A37) otrzymujemy natychmiast, ze
ct(y) C e(y) ilekro¢ y € P — (Ciy N L7E). A zatem wezmy y € Ciy N L. Z
linii (A34) okazuje sie, ze wystarczy pokazaé A, (1" (y)) € c(y). Z faktu, ze
y € LF dostajemy z := w;ol(y) € L;,. Ponadto z < y. Z N3 dla S punkt z
jest w dziedzinie ind’. Zatem m := ind’(z) € {1, ...,ip} oraz

An(2) = Ajper ) (2) € c(y).

Lacznie z linia (A23) pociaga to za soba fakt, ze z € A, A wige z (A28)
otrzymujemy, ze \;,(2) = An(2). W konsekwencji

io(qu)izl(y)) - Xio (Z) - )‘m(z) € C(y)v

>

co dowodzi N4c.
Dowéd N4a. Wykorzystujac N4c dla ST otrzymujemy, ze
Chain™ (v) C Chain(y) dla dowolnego v & ¢ (z).

A wiec z warunku N4a dla S wiemy, ze Chain (7y) jest tancuchem, co impli-
kuje, ze Chain® (7) jest réwniez taficuchem. Do rozpatrzenia pozostaly nam
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jedynie kolory v € ¢™(x). Wiemy, ze x € L; 1, L;, # HMA (L;,) oraz ze L,
jest wysoki w P. Pozwala to uzy¢ Lemat 22 by dostac

v € HMA (L;,1) = £} (95)

Z (95) oraz (A34) dostajemy, ze ¢t (z) = {Xio (@/)Z-’Ol(x))}, czyliy = N, (V5 (2)).
Pokazemy, ze

Chain® (Xio (zﬁz_ol(a:))) —{z} C Chain (Xio (zﬁz_ol(a:))) = Chain(vy) < x

co zakonczylo by dowdd. Z racji, ze x jest maksymalny w P* otrzymujemy,
ze © £ y. Dla dowodu niewprost zalézmy, ze istnieje y € Chain(v), taki ze
z || y. Z Faktu 3 dla S mamy

ver=(enz)ue-e)u( U e)u(0e)
i=1..k; i#io i=1

Dowdd rozpatrzy cztery przypadki, w zaleznosci od tego w ktorym sktadniku
powyzej sumy lezy y.

o Jesliy € C;y N LY, to z linii (A34) otrzymujemy, ze ¢ (y) = {X-O (wz’ol(y))}
Wiemy takze, ze x # y, a wiec ¢; ' (z) # ;. (y), czyli

Y= Aio(wigl(x)) 7& Xio Wfol(y))

Co pociaga za soba fakt, ze v & c(y), czyli y € Chain(y), co daje
sprzecznosé z faktem y € Chain (7).
o Jedli y € C;y — L7, to z linii (A35) mamy, ze
10
cy) =cly)n U N (Cioll NL; ) .

j=1

Z racji, ze x € L} — L;, otrzymujemy ;' (z) ¢ L. Czyli na mocy
(91), oraz Faktu 5 otrzymujemy, zZe

7= Rl @) # U (€l 025) 2 70

co pociaga fakt, ze y € Chain(7y) co daje sprzecznosc.
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o Jesliy € (Uizlnk; itio Ci), to y € C; dla pewnego i # iy. Wiemy, z (91),
oraz z Faktu 2, ze ¢; ' (z) € ﬂj-ozl L;— Li+17. Mamy zatem

— 1 _ i0 20 N 20

C+(‘T) = {/\io (¢1_0 (%))} - /\io ﬂ Lj - Eio-ﬁ-lT - U Am m Ej - £i0+1T :

j=1 j=1

m=1

Z Faktu 6 dla S otrzymujemy

m=1

C(CZ) N [OJ /\m (ﬁ Ej - £i0+1T) == Q)
7=1

wiec tym bardziej c(y) Net(x) = 0. A wiec z racji, ze v € ¢ (x) dosta-
jemy, ze v & c(y), czyli y € Chain (), co pociaga za soba sprzecznosé
z faktem, ze y € Chain (7).

o Jedliy € U, £;] to pamietajac, ze 1/)[01@) € L;,, warunek N2c dla S daje

y < top (v, (7)) < ¥ (@) <
Otrzymujemy wiec sprzecznos$é z faktem, ze y || .

Dowéd N4b. Wezmy dowolny y € P. Na mocy Faktu 3 dla ST otrzymujemy

k k
yePt=JctulLt.
i=1 i=1

k +
i=1%1 >

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy v € U czyli y € C dla pewnego

i. Na mocy N3 dla ST dostajemy, ze

)= U Punen®} (96)

zeL;NY}

dla pewnej funkeji ind’ : £; Nyll— {1, ...,4i}. Z racji, ze y € L;] wiemy, ze
1< |LiNyl|. A wiec z (96) dostajemy, ze

1<

U {Amcfd(z)(Z)}‘ = |c(y)]-

zeL;Ny)
W przypadku drugim korzystajac z (79) dostajemy, ze
k k
U Lil= (U cil> U(C,ncLy).
i=1

=1

37



Jesli y € U, £;] to na mocy (A37) dostajemy, ze 1 < |c(y)| = |t (y)]. Jesli
za$ y € Cjy N L}, to z (A34) otrzymujemy natychmiast, ze |c™(y)| = 1.

07

Dowéd Liczba koloréw. Pozostalo nam pokazanie, ze algorytm uzywa
conajwyzej dv/d+ O(d) koloréw na posecie szerokosci d. Latwo dowiesé przez
indukcje, korzystajac z Nlc i N1d, ze dla dowolnego ¢ = 1, ..., k zachodzi

‘ 1 1
Z;Mﬂ=§f—y+NQ| (97)
J_
oraz
L =—d—12_Liy (08)

W szezegdlnosei dla j = k, (98) daje %kQ + %k — 1 < d, co pociaga za soba,
ze

kg—%+ %+M<—%+g+%ﬂ=1+%ﬁ (99)
Teraz
A I I S | z rozlgcznosei 'y, ..., Ty,
= YF L z bijektywnosci Aq, ..., Ag

= i —sk+k|Ly] 2 (97)
< 3k*—3k+k(k+1) zNle
= B+ E+ 2k

= 1(V2d)®+ O(d) z (99)

N

dvd + O(d).

O
Przeprowadzajac bardziej skomplikowang lecz doktadniejszg analize mozna
pokazaé, ze

Wzmacnia to Twierdzenie 8 do nastepujacego wniosku.

Whniosek 28 Istnieje algorytm online adaptywnie kolorujgcy posety online
upgrowing uzywajgc dvd koloréw, gdzie d jest szerokoscig posetu.
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